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Let (V,, g) be a C” compact Riemannian manifold without boundary. Given 
the following changes of metric: g;* = g + Hess ~0 f l/a*(VCPOVq). 
g” = fog + a* Hess (p, where a is a fixed constant, we study the corresponding 
Monge-Amp&e equations (1) * Log(lgl*l lgl-‘)=w,v%Co), w* 
Log(/ g’: ] ] g]-‘) = F(P, Vp; o). We first solve Eq. (2)), under some simple 
assumptions on FE C”. Then, using an appropriate change of functions that 
enables us to take advantage of the estimates just carried out for Eq. (2)-, we 
extend to Eq.( l)- all the results proved in our previous articles [ $61 for the usual 
Monge-Ampere equation. Although equation (2)’ is not locally invertible, and 
does not even admit a solution for all F= &J +A ,I > 0, fG Cm(Vn), a similar 
change of functions leads to partial results about Eq. (l)‘, via C* and C3 estimates 
for Eq. (2)+. Eventually we give some comments and errata of our previous article 
(P. Delano&, J. Funct. Anal. 41 (1981), 341-353). 
Soit (I’,,, g) une variete Riemannienne compacte connexe C”O de 
dimension n, saris bord, de diamktre D et de volume: IdV = 1. Soit un reel 
a > 0 fixi. Nous allons envisager tour i tour les changements de metrique 
suivants: 
(g’ * 1, = g + Hess(q) f -$ (vqavp), 
et: 
( g*)m = fvg + a2 Hess(cp). w* 
Nous disons qu’une fonction cp E C2(V,) est (g/+)-admissible (resp. g’ -, 
g+, g’-), et nous notons: (p E A?‘+ (resp. ,nB’-, L?+, &), si le champ 
deux fois covariant symetrique (g;’ ) est d@ni positif en tout point de V,, 
(resp. g;-, g,‘, &). Lorsqu’aucune confusion n’est a craindre au sujet du 
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changement de metrique consideri, nous dirons simplement que 9 est 
admissible. Nous cherchons une solution C”O admissible pour chacune des 
equations du type de Monge-Ampere suivantes: 
F disignant un second membre de classe C” a prtciser. 
Nous dtudierons d’abord Equation (4)-, pour aboutir au risultat suivant. 
THI?O&ME 1. Soit F[P, X(P); s] E C”O(T* V, x IR), uerz#unt Phypothbe 
(H) V s < 0, inf Fi[P, X(P); s] 2 0, pour tout [P, X(P)] E T* V,, tel que, 
IX(P)1 = [(s”“X,X~)(P)l”’ < (l/a) yo,y,exp[(l/n) lF(Q, 0; O)l]. Ah il 
existe une unique solution 9 E C” n ZZ’ - de Pequation: 
Log N- (9) = F[P, V&P); @‘)I. 
A partir de ce risultat, nous etablirons le 
COROLLAIRE 1. Soit F(P, t) E C”(V, x ]-a’, O[). Posons: S(t) = 
supyn F(P, t), R(t) = infV, F(P, t). Supposons que F uerife l’hypothbe (E?): il 
existe deux reels a, Q b, duns ]-a*, 0[, tels que, S(a,) Q n Log ]a,] et, 
R(b,) > n Log ] b, I. Alors il existe une solution 9 E C” n J?- de Pequation: 
Log N- (9) = F(P, 9). 
Comme nous l’avions annoncd a la fin de notre article [5], nous sommes 
maintenant en mesure d’etablir a propos de l’equation (3)- tous les resultats 
deja ttablis a propos de Equation de Monge-Ampere classique [5,6]. Nous 
obtiendrons les estimations a priori, que nous n’avions pu btitir sans 
restriction sur le paramttre a dans [4], en introduisant un changement de 
fonction inconnue qui transforme l’tquation (3)- en une equation (4)-, et 
renvoit ainsi aux calculs d’estimations men& pour prouver le thioreme I. 
Resumons les principaux resultats verifies par I’equation (3)). 
THBOR~ME 2. L’equation: Log M-(9) = L9 + f, 1# 0, f E P( V,,), 
admet une solution 9 E C* n J/I--, unique lorsque 1> 0. Lorsque a < 0, 
l’equation n’est pas localement inversible, mais elle admet toujours au moins 
une solution. Lorsque A = 0, il existe une unique solution 9 E C* n d’ de 
l’equation perturbke: Log M-(9) = f - l9 dV. 
Ces resultats permettent de rtsoudre l’bquation (3)- avec des seconds 
membres F plus gbneraux. Tout d’abord la resolution du cas 1 > 0 conduit a 
un corollaire du m&me type que celui de Aubin [ 1, theorime 81. 
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COROLLAIRE 2. Soif FE C” (V,, x ]a, b[). D&‘inissons S(t) et R(t) 
comme au corollaire 1, et supposons que F v&iJie Phypottise (H’): il existe 
deux Gels a, < b, duns ]a, b[, tels que S(a,) = R(b,) = 0. Alors il existe une 
solution (p E C”’ n ~4’- de Pt;quation: 
Log ~4 - (P) = W’, 9). 
Si en outre aF/& > 0, cette solution est unique. 
Puis la resolution du cas 1= 0, pour I’tquation perturbke citee au 
theorime 2, ambne des resultats semblables a ceux des corollaires 1, 2 et 3 de 
[6], oti l’on impose des hypotheses particulierement faibles sur le second 
membre F. 
L’iquation (4) + n’est pas a priori localement inversible. Bien plus, nous 
remarquerons qu’elle n’admet pas toujours de solution lorsque le second 
membre est de la forme: F = lp + f, J > 0, f E Cm( V,). 
C’est cependant en examinant cette equation que nous saurons batir les 
estimees i priori C2 et C3 necessaires pour rbsoudre l’equation (3) +, en 
passant ici encore d’une equation a l’autre par un changement de fonction 
inconnue approprie. Nous n’obtiendrons cependant que le rtsultat partiel 
suivant. 
THBOR~ME 3. L’kquation: Log Mt (9) = ly, + f, A> 0, f E C”( V,), 
admet une unique solution p E C”O n &’ ‘. Corollairement, Pdquation: 
Log iW (q) = F(P, (p), oti F E C”(V, x ]a, b[) satisfuit Phypothhe (H’) du 
corollaire 2, admet une solution q E C”O n &” +. 
I. ETUDE DE L'BQUATION (4) 
Etablissons en preliminaire le lemme suivant, preparatoire a l’estimie C’. 
LEMME 1. L’ensemble des- fonctions g’--admissibles n’est autre que 
Pouvert de C2: 
En outre: 
(I-1) 
Preuve. Soit rp E C’(V,). Une carte de V, sera dite “adaptee” a fp au 
point P E V,, si cette carte est normale en P pour la metrique g, et telle que 
la matrice symetrique [V,,(p(P)] soit diagonale. 
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Si Q E J? -, dans une carte adapt&e h v, au minimum de v, en un point Q, il 
est clair que la matrice [(&),,(Q)] est diagonale et que toutes ses valetus 
propres sont strictement positives. Par continuit~, (d; ( > 0 implique que 
(ii) reste definie positive en tout point. cp est done admissible. 
Reciproquement supposons o admissible. Alors: ) & ] > 0. De plus, au 
maximum de a, en un point P, dans une carte adapt&e a o: (g’;),,, = 
6,,(-q+aaZ&,fp)(P), et, Vv= I,..., n, a,,p(P) < 0. (i;)(P) &ant par 
hypothtse definie positive, necessairement: y(P) < 0, done partout sur 
V, : v, < p(P) < 0. 11 reste a verifier que l’estimee (I-l) a bien lieu. 
Considerons a cet effet la fonctionnelle: 
A =a* pp)*-p*. 
Au maximum de A en un point R, dans une carte adaptee P p: 
(VA/ (R)=OoVv= l,...,n, (a*&,~ - ~1 ~/P(R) = (g’,),&W = 0. 
(p &ant admissible: V v, (ii),, > 0, et nous voyons que ] VP] (R) est 
nkessairement nul. 11 s’ensuit qu’en tout point de V,: 
d’oti l’inegalitt annoncee, puisque: 19 I< ] inf,” (D I = ]] o]],, .
Rholution de P&quation (4)- lorsque FE Cw(V,,) 
Q.E.D. 
Dans le cas 06 le second membre F de l’equation (4)- est dans CY’(V,J, 
nous pouvons utiliser la Methode de Continuite. Commencons par examiner 
l’unicite’ de la solution. 
PROPOSITION 1. S’il existe 0 solution admissible de l’kquation (4)-, ~1 
est unique. 
Preuve. Soient (pi et (p2 deux solutions admissibles de l’equation (4)), 
v, = p2 -(D, leur difference. Au maximum de v, en P, dans un rep&-e 
orthonorme pour: g’; = (-9, g + a2 Hess oi), et qui diagonalise [(f;),,(P)], 
nous avons en vertu de l’inegalite arithmetique-geometrique: 
[ 
fi (1 - w,, + a*%,d 1 
1/n 
[N-(~,)/~-(~,P = 1 = 
v=l 
< 1-fo i: ,,+; 
( v=l ,$, a..,) * 
Mais: Vv= 1 ,..., n, a,,q(P) < 0; done: p(P) < 0, puisque: Cz=i g,,(P) = 
Trace(g)(P) > 0. Ainsi, en tout point de V, : v, Q 0. 
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En permutant les indices 1 et 2 dam le raisonnement qui prbckle on 
montre qu’en tout point de V,: rp > 0. Done q = 0. Q.E.D. 
Pour t E [0, 11, considerons la famille d’iquations: 
Log N- (q,) = tF, (I-2) 
et posons: & = {t E [0, 11, 3rp, E J? solution de (I-2)}. 
PROPOSITION 2. Si l’ensemble {rp,, t E a} est bornP duns C2*E, pour un 
E E 10, l[, par une constante indkpendante de t E [0, 11, alors: d = 10, l]. p, 
est la solution C”O admissible de l’kquation (4)-. 
Preuve. On raisonne comme toujours par conneAt& Tout d’abord l’en- 
semble 8 est non vide, car pour t = 0, p0 = -1 est la solution de (I-2). 
& est ouvert duns [0, I]. Soit t E @? iixe. On s’assure immkdiatement que 
l’application: v, + Log N-(q), est continue de l’ouvert J5E = .J? - n C2,’ 
dans Co*‘. Un calcul simple montre que la differentielle de cette application 
est un opkrateur elliptique d’ordre deux d’expression locale: 
vlp32*, dbg N-(~,)l(v) = (t?,Y”(a’V,,w - vg,,>, 
en designant par [(&)““I la matrice inverse de celle de la metrique: g”; = 
(Ttg + a* Hess (PJ. Examinant les applications: (pI -+ (g’;)““, on veritie 
que: cpI -+ Log N-(cp,), est une application continu^ment dz@&xmtiable d z@’ 
dans Co*‘. La rtgularite C”O des pt pour t E K en dicoule d’apres le 
thkoreme de rigularite de Giraud [7, p. 2223 et Hopf [S]. 
En outre, comme: [( g’;)““gtiy] > 0,’ il resulte du Principe du Maximum 
de Protter et Weinberger [9] et du ThCoreme de Fredholm [ 10, p. 284) en 
raisonnant comme au theoreme 3 de [5], que la differentielle d[Log N-((p,)] 
est inversible de C**’ dans Co*‘. Le thtortme d’inversion locale permet done 
deconclure:36>O,]t-&t+6[n[O,l]c%. 
Enfin & est fermi dans [0, 11. Soit en effet (tJ une suite de 8, et soit 
t E [0, l] sa limite. Montrons que t E &. L’ensemble (oti} &ant par 
hypothese un borne’ de C*,‘, le theorbme d’Ascoli affirme I’existence d’une 
sous-suite (o,) convergeant vers (pI dans C2*w, v E 10, E[. Par continuite de 
l’opkrateur: v, + Log N-(q), ot virifie l’iquation (I-2) pour la valeur t du 
paramktre. Done: 1 g; 1 > 0. Et par continuite: (pI < 0. I1 s’ensuit 
immkdiatement que rp, est admissible; done, d’aprts le lemme 1, (Pi < 0, et 
t E 6. Q.E.D. 
’ Remarque. II peut 2tre utile de noter la minoration uniforme suivante: (( f;)““g,,] 2 
n exp(-( l/n) l\Flls}. On l’ktablit en se plaqant dans une carte adaptie B cp en un point 
gtndrique P, et en utilisant I’inigaliti arithmitique-gkomktriqrre (on a suprim les indices - et 
t): (l/n) 2 p” > [n srr]“” = exp(--t(F/n)) > exp(-(l/n) llF\l,). Y / Y 
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Pour compliter la preuve du thk&me 1, dans le cas oi le second membre 
F est dans F’(V,J, nous allons maintenant estimer ++ dans C3, i&pen- 
damment de t E [0, I]. Tout d’abord, le lemme 1 fournit le 
COROLLAIR~ 3. ppl solution admissible a2 l’iquation (I-2) est estimP 
uniform6ment aizns C’. 
Preuve. Au minimum de ppI en Q, dans une carte adaptte B cpl: 
eE = N-(R) = fi (--I~ + a*L~J 2 (-4” = Idn9 
V=l 
puisque: Vv = l,..,, n, a,,p,,(Q) ) 0. II suit du lemme 1, que: 
lI~Ao = li~;bo,l Q exp ( 1 j-llJ% = G, et 
‘C SF! IW < a 0’ 
En raisonnant pareillement au maximum de pl, on trouve aussi la minoration 
utile: 
IsyiGexp (-fll~llo) =$-. 
Q.E.D. 
D& ii prksent nous pouvons remarquer que Aql est uniformiment major&, 
puisque: (g’;),,g”” > Oe a2 Aqt < --n(p, 4 nC,. C’est un premier pas vers 
l’estimation C*. Dans ce qui suit, il est commode d’omettre l’indice t, de 
noter: g’= g’;, et: q = -(g’;)““V,,. En prenant le laplacien des deux 
membres de l’tquation (I-2), on dtmontre le 
LEMME 2. II existe des constantes positives a, b, c, ne &pendant que de 
(V, , g), a2 et Co, telles que Q, vf+z@e: 
a*Dlg, = E - tAF + g”‘f”‘g’“j 
x (a2V,,,Y, - &“v,Po)(a*v,,,q, - &p,d9 
avec: 
[El < [a(-ncp - azAp) + b](?‘“g,,,) + c. 
La preuve est semblable ZI celle du lemme 2 de [5, p. 3691. 
COROLLAIRE 4. cp, est estime wt~orm~ment dans C*. TOWS k?S 
mktriques i,- sont un~ormhent hpivakntes ci la mhtrique g. 
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Preuve. Soit k un tie1 positif que nous prbciserons ulttiieurement. 
Considtrons, g son maximum en un point P, la fonctionnelle: 
B = Log( &,” g’“) - kq = Lo&--nq - a*Aq) - kq. 
Un calcul simple, en coordonnbes locales, fournit en P: 
o<~(P)=-nQ+aa2~~ (-nfp - a2Af$l) - kaq 
1 
+ 
(nu, + a2Ap)* g m”“(nV,~ + a2V,&)(nV,q + a2V,,Arp). (I-3) 
Pour tirer parti de cette inCgali3, il faut y joindre trois remarques: 
(ii) P) = kV,rp(P); 
(iii) Compte-tenu de (ii), le diveloppement en P du carrt: 
- h + a24)b2V,,jv - g,,V,cp)l[ &JnVD~ + a2V,Ap) 
- (n(p + a2dp)(a2V,,,cp - g,,V,cp)] gp”Fig”j 
joint au lemme 2, conduit B I’inCgalitC, toujours en P: 
-a2 q Ay, 1 
(-nfp - a*Aq7) + (nfp + a2Afp)’ 
X ~U(nVf~ + a2V,ACp)(nV,rp + a2VjAp) 
1 
’ (-nu, - a2Afp) 
x {-E + tAF- 2ki”“V,rp[(a2R,, - g,,) Vprp + nV,rp]}. 
G&e aux remarques (i) et (iii), grace aussi A l’estimbe C’ du corollaire 3, et 
au lemme 2, I’inbgalitk (I-3) peut prendre la forme suivante au point P (en 
disignant par d une con&ante positive estimie): 
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< 
tAF+c+n’/a’ 
(-ncp - a2 Aq) ’ 
11 faut encore remarquer, en se plaqant dans une carte adaptee i v, en un 
point generique de V,,, que l’inegalitt arithmetique-giomitrique fournit la 
minoration uniforme: 
(g”“&,) = - ny, - a2Arp 
> n[N-(p)] I’” > n exp (-~llFIIo) =e. 
Ceci joint aux estimees du corollaire 3, conduit a choisir: 
k=a’C, 2+a+$Co b+d+-$nC~ 
[ ( )I 
, 
de sorte qu’au point P, od B atteint son maximum, on ait tinalement: 
= constante estimte, 
en supposant, saris restreindre la generalite, que pour notre choix de k: 
l- 
(k - 1)d 
(-nu, - a’Aq)(P) ’ ” 
La demonstration peut alors se poursuivre comme dans Delanot 
[5, Proposition 7, Corollaire 31. Q.E.D. 
L’equivalence uniforme des metriques it- avec la mbtrique g permet de 
bitir une estimee C3 en majorant, independamment de t E [0, I], la quantite: 
Notons A -B s’il existe des constantes a, uniformement estimtes, telles 
que: lA-Bl~a,~:+a,~:+a,~~+a,. En menant un calcul analogue a 
celui du lemme 3 de Delano6 [5], on prouve le 
LEMME 3. Pour 0 < IE I < l/a, nous avons, en omettant l’indice t: 
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X expression conjuguke x FigbjFkp” 
+ EV 
[ 
,,abep - f t!?4VL++%,(V,,,~ + 2v,,,(P) 1 
X expression conjuguie X ~i~bJ~k~“. 
COROLLAIRE 5. yI est majore’ independamment de t E [O, 11. 
La preuve est formellement identique B celle don&e dans 
[S, Proposition 81. Une seule diffkence i noter, qui ne change rien A la 
dkmonstration: le lemme 2 conduit ici B utiliser l’inbgalit6: 
q drp > b, IJ’ + b, w + b,, les b, &ant des constantes estimbes, b, > 0. 
R&solution de Pt!quation (4)- avec un second membre g&&ml F(P, Vrp; (p) 
Soit F E C” (T* V, x IR). Nous cherchons q~ E Cm (V,) n A? -, solution de 
1’6quation: 
Log N-(v) = W’, b@); W)l. (4) - 
Rappelons que F &rifle l’hypothbe (H): \J s < 0, inf F;[P, X(P); s] > 0, pour 
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tout [P, X(P)] E T* V,, tel que: a IX(P)/ < C, = exp(( l/n) llF(Q, 0; 0)11,). 
Cette hypothbse permet d’abord de prouver I’unicite annoncie au Moreme 1. 
PROPOSITION 3. S’il existe p solution $-admissible de Pkquation (4)-, 
(p est nhzessairement unique. 
&ewe. Soient qI et v)* deux solutions admissibles, v, = v)* - (pr. Au 
maximum de Q, en P, VP,, = Vpp,; done d’apris le thtorkme des 
accroissements finis: 
pour une valeur 0, < 0 entre pi(P) et p2(P). Ainsi, dans une carte en P dont 
le rep&e nature1 est orthonorme pour g’; = (-Q)~ g + a2 Hess p,), et qui 
diagonalise [(g’;),,(P)], nous avons compte-tenu de I’inegalitb arithmetique- 
gkometrique: 
W(~2)l - W(y,X1 = exp 
= ir (1 - w,, + a”a”“dP) lJ=l 
Q 1 -f5 ,,+;i:a,,, [ 1 
n 
1 1 
Q l-+“” ( > n m 




$ (P, vv, ; 6) + i g.“(P)] 4 09 
1 
si bien que: supy,(p = q(P) < 0, car l’estimbe ii priori sur [Vq, 1 de la 
proposition 4 cl-aprts, permet d’appliquer l’hypothbse (H): 
(ams)(P, VP, ; &.) > 0. 
En permutant les indices 1 et 2, on montrerait de meme que: infy, QI > 0. 
Done v, = 0. Q.E.D. 
Nous allons prouver l’existence d’une solution admissible de l’equation (4)-, 
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it l’aide d’un argument de Point Fixe [2, p. 2701. LUtude fake jusqu’ici nous 
permet de d&nir l’opkateur compact K, qui H w E C49f (e E IO, l[) et a 
t E [0, 1], associe K(t, IV) = 1 + (pt, ou oPt est la soIut&wr C’,’ admissibk de 
l’equation: 
Log N- (pJ = tF(P, VW; IJ/ - 1). 
Clairement: V ty E C4vs, K(0, w) zz 0. En usant des theoremes de regularite 
standards comme dans [6, paragr. II], on peut conclure A l’existence de 
cp = pi solution C.” admissible de l’kquation (4)-, en tant que point fixe de 
l’opkrateur K( 1, .) - 1, pourvu que l’on sache estimer ci priori les eventuels 
points fixes cpI dans C’*‘, independamment de t E [0, 1 ]. 
PROPOSITION 4. ql, point fixe de Pop&a&w K(t, .) - 1, est estimt! dans 
C’ ind&endumment de t E [0, 11. 
Preuve. Au minimum de ol en Q, nous savons que: 
M” = (-rpJ’ < expPF[Q, 0; cpt(Q)l 1. 
Compte-tenu du lemme 1, de l’hypothese (II) et du thk&me des 
accroissements finis, on en dkduit le resultat annonce: 
Q s;y IVcptl G IdQ)I = Ilu)tllo 
< exp F(Q, 0; 0) + P,(Q) $ <Q, 0; O,)] 1 
< exp f F(Q, 0; 0) 1 [ G exp + syup IF(Q, 0; O)]] = C, n 
Les estimees Cz et C3, sur les points fixes cpI, peuvent alors s’obtenir en 
raisonnant comme dans Delano& [6, lemmes 6 et 71.’ Le theoreme 1 est done 
acquis. 
Notons que sous l’hypothise tiaiblie: VP E V,, , V s < 0, F;(P, 0; s) > 0, 
l’existence d’une solution C”O admissible de (4)- reste acquise. Seule l’uniciti 
est compromise. 
Preuve du corollaire 1 
Nous souhaitons maintenant rksoudre, sous des hypotheses moins 
restrictives que lhypothese (H), l’kquation: 
Log iv- (rp) = W, bo). 
On suppose que F(P, t) E C”(V, x I-a’, O[), verifie l’hypothese (fl): il 
* Prikre de se reporter ti Pew&a en fia &trticle pour la preuve du lemmc 6. 
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existe deux reels a, <b, dans ]-a*, O(, tels que, S(a,)< n Log la,i, et, 
A@,) > n Log (b,(, ok S(f) = supBIF(P, t), R(t) = infr, F(P, t). 
Now allons prockder par iteration, en now inspirant d’une methode 
utilisbe par Aubin [ 1, p. 881. Posons: 
L = 1 + max 
I 
0, 
D’apres le theoreme 1, nous pouvons considerer, sous reserve de l’estimte a 
priori Co que nous etablissons ci-apris, la .suite (p,) de fonctions de 
C”O n S? -, definie par: 
Prouvons par recurrence que: 
UI <Cl < *** <“PI-l <<CPr< **’ <b,. (1:4) 
Mormons d’abord que: a, < ‘pl. Au point P, ori cpr atteint son minimum: 
b3 N- @id = a, -u,)tF(P,,u,)<~(p,--a,)+ Log/u,)“. Mais dans 
une carte adaptte a vi en P,, nous voyons que: N-((p,)(P,) = 
IX1 (-vl + 4,~4(pJ 2 I~lW". D'ok en 4 : 4~ - u,> 2 
n LogOMYll~, I>. Si: h(PI) < aI v alors: ) (p,(PJ > ) a, ) et l’inegalite 
precedente ne peut Etre satisfaite. Done: ql(Pl) > a,, et partout sur V, : 
Supposons maintenant que: V j = O,..., i - 1, fj9j < b,, et montrons que: 
rpt < b, . Compte-term du thtoreme des accroissements finis et du choix de I, 
il vient: 
J-a N- (9,) - m, - 6,) 
= [W’,P,-,)-WJ,)I -Q,-, -~,)+WQ,) 
Au maximum de pt en Q,, dans une carte adaptie i qr : N- (pr)(Qi) = 
IX= 1 (-R + %,d<QJ Q I e<QX. mnc en Qt :
4dQJ - &I < n LogO~,(Q,Ill~, I>. 
Si ~PAQJ >4, alors: MQJI < IhI, ce qui est en contradiction avec 
l’inegalite prtcedente. Ainsi: supyn pr = g,(Q,) < b, , 
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Supposons enfin que: a, < 9i < 9* Q ... Q 9(-i, et montrons que: 
(oi- 1 Q Pi* Nous avons, toujours d’apres le choix de 1 et le thdorime des 
accroissements finis: 
bg A- (9J - m&3 N- h-l)1 - WP, - v,i- I) 
= [F(P,9,-,)-F(P,9,,-*)1 -A(9i-l-9i-*>Go* 
Au minimum de (9[ - 9r- i) en R,, dans un rep&e orthonorme pour g;- 1, et 
qui diagonalise g’; (R J: 
Wh)l - Wh-,)I-‘(R,) 
= fi 11 -(9r-9i-I)g,,+a2~,,(9i-9~-1>1 
“=l 
> fi [l -(9i-(P~-l)gtml(RJ* 
u=l 
Done au point R i : 
5 I41 --(9r9,-l)g”“l <A(9i-(Pi-,). 
u=l 
Si 9,(R,) < rpiel(Ri), nous obtenons une contradiction, car bien entendu 
[3, p. 3881: Vu = l,..., n, g,,(R,) > 0. Ainsi: infVn(9, - cpl- 1) > 0. 
L’estimee Co (I-4) est done acquise. D’aprbs le lemme 1, il en resulte une 
estimee uniforme C’ sur les 9,: 
ViE N, s;Pl~9J<-$. 
” 
Pour achever la preuve du corollaire 1, il suflit de batir une estimee 
uniforme C3 sur qr. En effet, d’aprb le thborkme d’Ascoli, il existerait alors 
une sow-suite (9J convergeant vers 9 dans C*,‘, E E IO, l[. 9 E [a,, b,] 
vtrifierait par continuiti l’kquation: Log N- (9) = F(P, 9), wait done f-- 
admissible d’aprb le lemme 1, et de classe Cw d’aprbs le theoreme de 
regularit de Giraud [ 71 et Hopf [B]. 
Pour bkir l’estimee uniforme C*, nous pro&dons comme dans Delano2 
[5, lemme 51, en considbant la fonctionnelle: 
B,=L”g[(Z;),ug”“l -k9i+ Vi-13 
k et r &ant des constantes positives a preciser ultbieurement. 
Au maximum de B, en P,, exprimant dans une carte locale que: 
q ,B,(PJ >, 0, et raisonnant comme dam la preuve du corollaire 4, on aboutit 
B une inigalite de la forme: 
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k d’(l + k) -- 
a2 %-a- 
(-WI - a24 1 
x d[F(P,r,_l)l+I(dQI-d~,_,)+c+~ I I (I-5) 
oi d’ disigne une constante estimke (les constantes a et c, sont celles 
introduites au lemme 2). 
Now pouvons choisir r de sorte que: 
‘W,- 1+ 
1 




qP,-, = -a-2(&)““(&& - a-2P,-l K&Y”&A 
et: 
Adpi-, = -a -2w”G,l),” + w,-11. 
Enfin, en utilisant une carte adaptke 1 q,en P,: 
C ( &)yy = -np, - a2 Ap, + V v = l,..., n, (g’;)““(-np, - a2 Api) > 1. 
Y 
Avec ces trois remarques, le membre de gauche de l’inkgalitk que nous 
voulons ktablir, s’kcrit: 
-vf- l 
a2(-n6pr - a2 Ap,) QT9&1 --+(GY”&.l at I 
1 - i (K,)“” a2(-w, - a2 44 v=~ 
x ~(P,BI-1)-~+r(-~~,-a2Aa,)(~~)YY]. 
[ 
Choisissons: r = L - inf y,x Ial,b,, @F/at)@, t). L’itigalitt d&sir&e peut alors 
avoir lieu. 
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11 est dbsormais possible de choisir k convenablement, a partir de 
constantes estimtes, et de poursuivre la demonstration qui m&e ii l’estimee 
uniforme C2 et a l’equivalence uniforme des m&riques (g”;) avec la metrique 
g, en pro&dam exactement comme dans [5, lemme 51. 
L’estimCe uniforme C3 s’&tablit comme au lemme 6 de [5]; nous ne la 
reproduirons done pas. 
II. kMJDE DE L’hQUATION (3) - 
On commence par s’assurer que l’ensemble ~8” - des fonctions (p de classe 
C2, g’--admissibles, n’est awe que l’ouvert de C2 d’equation 1 g;- 1 > 0. Ce 
prehminaire ne presente pas de difficult&; l’elhpticite du probleme (3) est 
done garantie a priori, comme dans le cas de l’bquation de Monge-Ampere 
classique [5, prop. 11. 
Estimations ci priori 
Etablissons d’abord un lemme preparatoire a l’estimte C’. 
LEMME 4. Soit 9 E C2. Zl existe k > 0 tel que le champ: [(kg);-] = 
kg + Hess rp - a -‘(V@Vcp), soit depni positif en tout point de V, . D 
designant le diamdtre de (V,, g), rp v&rifle: 
sy.p” Vy, I) < minW4 a &I. 
Preuve. Pour t e [0, 1 ] tixi, considtrons la fonctionnelle: 
A = (Vol’ + 2ktcp. 
Au maximum de A en un point P, dans une carte locale: 
IVA I (P) = 0 o Y/I= l,..., n, g@“V,qV,,(o = -ktV,cp. 
Dans une carte normale en P pour la m&rique g, et telle que la matrice 
symetrique [V,,(p(P) - a-2V,@7,p(P)] soit diagonale, ces n relations 
s’bcrivent: 
Si IVpI (P) f 0, 3/3E {l,..., n}, aap # 0; pour un tel /I nous avow 
&q(P) = -kt - a-2 C (Q)‘(P) . 
V#B I 
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Mais par hypothese, (kg);- &ant defini positif en P: 
8,&P) > -k + a-‘(~,qQ’. 
Nous en dbduisons: k(l- t) > a-’ IVylIz( 11 s’ensuit qu’en tout point de 
V,: A = (Vpp(’ + 2ktcp &A(P) < a’k(1 - t) t 2kt4P). Si IVp,l (P) = 0, cette 
inegalitt reste Bvidemment valable; elle a done lieu dans tous les cas. On en 
tire: 
(s;p IVY, I)’ < a’k(l - t) + %(oy”.” q). 
I 
Mais d’apris le theoreme des accroissements finis: 
La variable positive x = (su~,~ ( Vv, I) virifie done I’inbquation: 
x2 - 2ktDx - a*k( 1 - t) < 0, 
d’od l’on tire, pour t variant dans [0, 1 ] : 
0 <x < t$frl {ktD t dk*t’D* t a2k(l - t)}. 
Ceci achbve la preuve du lemme 4. 
Corollairement, nous voyons que les fonctions v, r2 &’ -, pour lesquelles le 
reel k du lemme 4 est ci priori 6gal a 1, vbrifient l’estimee importante: 
S;“P (I VP I) S mWD, a). (II- 1) 
LEMME 5. Soient pI et p2 deux fonctions g’--admissibles, Q, = p2 - p,. 
Au maximum de rp (req. minimum de p): Log(M-(y,)/M-(p,)} (0, 
(resp. > 0). 
Preuve, Placons-nous par exemple au maximum de q~ en P, dans un 
rep&e orthonorme pour g; - = g;;, et tel que la matrice de Hess(p)(P) soit 
diagonale. Alors: W-l,, = tg; -I#” + V,“Y, = 6,” P + h@)I9 car 
lvyll (p) = 0. Done: ~gt~-(~2)/~-(~lW~ = LogEI, 11 + %,dP)l} d 
0, puisque: V v = l,..., n, ayyp(P) & 0. 
On raisonnerait de m&me au minimum de q. Q.E.D. 
L’estimie (H-1) jointe au lemme 5 permet de bhir une estimee Co, pour 
l’equation: 
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et pour l’equation: 
LoW(9)=f--(9dK fE CVA 
en prockdant exactement comme dans [5, prop. 61 [6, lemme 31. 
Bien plus, une estimee C’ a lieu duns tous Zes cas de seconds membres 
envisages dans les articles [5,6]. 
Notons: F(P, V9;9, I9 dV), l’un des seconds membres envisages aux 
corollaires 2 et 3 de [6]. Considerons indifferemment I’une des equations 
suivantes: 
ou,=f- (pdV I 
w=F (PJ’w+pdV). (E-2) 
Les theories d’existence bities dans [5,6], qu’elles utilisent la M&ode de 
Continuite ou celle du Point Fixe, peuvent s’appliquer de la minne fw h 
chacune des equations (11-2). L’apparition du terme en (V9@79) dans le 
changement de metrique g’ -, n’affecte pas le bon fonctionnement des 
methodes employees. Elle laisse en particulier la mdme latitude pour 
appliquer le principe du Maximum de Protter et Weinberger [9] i l’opkateur 
linkrist: 
w -+ dPa, - LOis M-(9)1(v) 
Les estimkes d’ordre supkieur, C* et C3, necessaires pour conclure, vont 
dkouler des deux remarques importantes uivantes. 
Remarque 1. L’hypothese (H) du theoreme 1 sert uniquement a garantir 
l’estimation C’ et l’unicitt d’une solution de l’bquation (4)-. Les calculs 
d’estimations C2 et C3 ne font pus intervenir cette hypothese. 
Remarque 2. Introduisons dans (11-2) le changement de fonction 
inconnue: 
9 = -a* Log(-24). (11-3) 
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Un calcul simple foumit: (g;-) = (I/(-u))(g’;), en reprenant les notations 
de la premiere partie. 9 &ant g’- -admissible, nous voyons que u < 0 est une 
fonction g’--admissible, estimke comme 9 dans C’, et que: M-(9) = 
M-u)“) N--(u). u vbrifle une nouvelle equation: 
LogN-(u)=G (P,Ou;+og(--u)dY) 
= {(n - i2a2) Log(+) + f} 






F[P, -a* $-; -a’ Lag(-u), -a2 I 
L.og(-u)dV+ n Log(+) 
I 
ou G E Cw(T* V, X 1-00. O[ X IF?). D’apres les calculs de la premiere partie, 
u est estimb i priori dam C3 (la dependance de G en j Log(+) dV, n’affecte 
tvidemment pas le resultat). 11 en est de meme pour 9, via (11-3). 
Interessons-nous maintenant aux resultats obtenus g&e a des pro&d& 
d’i&ation, P savoir les r&wltats analogues du thiorkme 2 de [S ] (corollaire 2 
du present article) et du corollaire 1 de [6]. Nous renvoyons le lecteur aux 
notations et aux hypothkses relatives d ces &on&s. 
Nous I’avons deja souligne, l’estimbe H priori C’ est d’ores et dbjir acquise. 
Nous avons en vue I’une des deux Cquations: 
Log ML (P,> = h, + W, pi- I) -h-I 9 9o=a,, 
oti l’on a post: L = 1 + max{O, supy,XIol,L,I @F/&)(P, r)}, la dktinition de a, 
et b, &ant preciske clans l’hypothk (H’) du corollaire 2. Selon le cas nous 
avons l’estimte Co: pour la premibe equation, a, 6 9, <b,, ou pour la 
seconde, II 9, Ilo Q q. = 1 + min(2D2, aD), od I’on a tenu compte de (II-l): 
(V9, ( < min(2D, a). 
Pour pouvoir conclure, il &Et de bitir des estimees uniformes C2 et C3 
sur 9r. Cilles-ci vont decouler des remarques uivantes. 
Tout d’abord, I’hypothdse (a) du corollaire 1 n’est intervenu, dans la 
premiere partie, que pour garantir l’estimation Co. Eile n’est pas utile pour 
obtenir les estimees d’ordre supkieur. 
3 Prikre de se reporter i b-rata en fm d’artick 
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Ensuite, les changements de fonctions (11-3): q, = -a2 Log(-u,), ram&rent 
a des calculs d’estimees C2 et C3 pour chacune des equations: 
Log N-(24,) = (n - La’) Log(-24,) + kr2 Log(-u,- J 
+ F[P, -a2 Log(--ui-,)] 
ou, = n Log(-u,) + F[P, -a2 L.og(-u,-,)I 
+ a(F) a2 I Log(--u,) dV. 
S’agissant de l’estimte C2, on pro&e comme dans la premiere partie de 
cet article, en considerant i son maximum en P, la fonctionnelle: B, = 
Log(-nu, - a2 Au,) - ku, + ruiml. On aboutit it l’inegalitt analogue de (I-5); 
selon l’tquation consider&e, il vient en Pi: 
[ ( g’;)p”glly] 
( 
- -$ u1 - constante - constante (1 +k) 
(-nu, - a2Au,) 
4-l 
2 
Q constante + tO,u,- 1 + - - 
~1-1 (-nut” a2 Aui) 
x 
I 
{A -F: [P, -a2 Log(-u,- 1)]} ou, 
-F: [P, -a2 Log(-u,- 1)]. 
Dans le premier cas, en choisissant: r = a2 exp(b,/a2)[1 - inf Fi(P, f)], oli la 
borne inferieure est prise sur le compact V, X [a,, b,], on vtrifie que le 
membre de droite de l’inegalite prbcidente est majori par: constante 
-ra -‘t(r- i [ (g’;)“” g,,](P,). Dans le second cas, la m2me majoration a lieu, 
pourvu que l’on choisisse: t = max{O, a2 exp(q,,/a2)(-inf F;)} la borne 
inftrieure- ktant prise sur V, X [-qo, so]. 
L’obtention des estimbes C2 peut alors s’achever saris difficultb. Quant aux 
estimations C3, elles s’obtiennent dans les deux cas comme au lemme 6 de 
151. 
Les rtsultats concernant l’tquation (3)- sont ainsi compllxement etablis, 
exception faite de la question de Punkite des solutions. 
Unicith 
Le lemme 5 laisse prevoir que la thkorie de l’unicitk va &re semblable a 
celle de l’kquation de Monge-Amp&e classique. Supposons que pi et g, 
soient deux solutions g’ - -admissibles de l’equation: 
Log M-(cp) =F(P, bo), 
oti F(P, t) E Coo(V,, x ]a, b[) virifie: F; > 0. Posons: (p = cp2 - pl. Au 
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maximum de Q, en P, il vient d’apris le thboreme des accroissements finis et 
d’apres le lemme 5: 
= q,(P) q [P, e(P)] < 0 
ol O(P) designe une valeur comprise entre v)~(P) et ql(P). 11 suit de 
l’hypothese que necessairement: o(P) Q 0. On montrerait de m&me qu’au 
minimum de (p en Q, p(Q) > 0. Par consequent Q, = 0, et la solution, quand 
elle existe, est unique. 
Ainsi avons-nous pour l’tquation (3)- des rksultats aussi complets que 
pour l’equation de Monge-Ampire classique. 
III. ETUDE DE L'BQUATION (3)+ 
Etablissons en prkliminaire le lemme suivant, prtparatoire B l’estimke C’. 
LEMME 6. L’ensemble des fonctions g’+-admissibles n’est autre que 
Pouvert de C2: 
sdr+ = {fp E c2, ) g;+ ( > 0) 
En outre: 
rpEd’+ =-s;“P(IVCl)<o J&-f&J. (III-l) 
Preuve. Pour identifier S/I+, on raisonne comme pour l’izquation de 
Monge-Amp&e classi@e, en remarquant qu’au minimum de v, la matrice de: 
g;’ = g + Hess cp + a -2V~@Vp, a toutes ses valeurs propres strictement 
positives, et qu’il doit en &re de m2me partout par continuitk lorsque ~0 
vkifie: ) g;’ ) > 0. L’ellipticite de l’equation (3)+ est done assurQ 1 priori. 
Pour btablir l’estimbe (III-l), on considire B son mtiimum en un point P, 
la fonctionnelle: 
A=Log(a’+ls9l’)+-$ 
Ecrivant que: IVAl (P) = 0, dans une carte “adapt&e” a p en P, c’est-a-dire 
dans une carte normale en P pour la mktrique g, et qui diagonalise la matrice 
syni&rique de (Hess p + a-‘V@Vp)(P), on obtient: 
V /I = l,..., n, -a -%‘p [ ZD (a”d2] +%Y,%,u, 
=-a -’ a&a2 + JVq1’). 
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Des lors, il est impossible que: ] Vq] (P) # 0, sinon, pour au moins un 
P E { L..., n), nous aurions: 
a&9(P)= -1 - K2 ]V# + a-2 [ Ixb tw2] 
= -1 - a-ya,a)y, 
ce qui est exclut puisque rp est g’ + -admissible. Done, en tout point de V,: 
A = Log(a* + ]Vrp12) + 2ap20 < 2K2rp(P) + Log(a2), 
et le risultat annonce est immldiat. 
Rbolution de Pequation (3)+ avec F = Lrp + f, A > 0, f E C*(V,,) 
Examinons d’abord l’uniciti, annoncle au theoreme 3. Supposons que v), 
et q2 virifient toutes deux l’equation: Log M+ (0) = kp + f: Posons: 
o = (p2 - pi. En raisonnant comme au lemme 5, on s’assure qu’au maximum 
de rp: Log{M+(p,,)[M+(y,,)]-‘} < 0, tandis qu’au minimum de (D l’inegalite 
contraire a lieu. Mais: Log{M+(cp,)[M+(rp,)]-‘} = AI. 11 s’ensuit que cp = 0. 
Pour prouver Pexistence de la solution q, nous pouvons proctder par la 
methode de continuite, car l’opkateur: (P --+ [h - Log M+ (q)l, est 
continument differentiable de &‘I+ n C2*r(s E 10, l[) dand Co,‘, et sa 
differentielle: ay -9 [hy - ( g;+)B”VlcU y - 2ap2( g&+)““V,~V, ty], est une 
application lineaire inversible de C**’ dans COVE, comme on peut s’en assurer 
en raisonnant comme au theorime 3 de Delano5 [5]. 
On posera done l’tquation de continuite: 
I-Q2 iv+ h) = Q,, + ti tE [O, 11, 
pour laquelle q. z 0, et par un raisonnement standard, l’existence de la 
solution cherchie ~0 = ‘pi sera acquise d&s que l’on possltdera une estimee 
uniforme C3 sur les oPt + o sera automatiquement g’ +-admissible, t de classe 
C”O via le thtoreme de regularite de Giraud-Hopf [7, p. 2221 [8]. 
L'estimk Co: Il(~~ll~ < (l/A) Ilfllo, s’obtient comme dans [5, prop. 61. La 
presence du terme en (V@Vrp) dans le changement de metrique g’ + ne 
change rien a la demonstration, puisqu’on raisonne aux extrema de 4 (ou 
I Vrp] = 0) pour pouvoir conclure. D’apres le lemme 6, on en deduit l’estimee: 
“;; (IV&l) < a&p (~lIfllo) - 1. 
Pour bhir les estimees C2 et C3, il est commode d’introduire le 
changement de fonctions: 
cpt = a2 bi+4). (111-2) 
500/45/3-9 
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Dans ces conditions: [(g’ +),,,I = (l/u,)[( f+)U,], et l’on est. rameni 1 des 
calculs d’estimtes C* et C3 pour l’bquation du type (4) + : 
Log Iv+ (u,) = g + (n + la*) Log u,, (111-3) 
avec U, > 0 deja estime uniformtment dans C’, comme pl, d’apres (111-2). 
Les calculs en question sont analogues a ceux menb dans la premiere partie 
de cet article. On bitit l’estimee C* en considerant la fonctionnelle 
B, = Log[( g’&,g”“] - ku,, au maximum de laquelle on parvient a etablir 
une inegaliti de la forme: 
K~:l)““&uJl ($ u, - constante - constante (l+k) (nu, _ a2&J ) G constante* 
11 apparait done crucial d’avoir a priori: U, > 0, (ce qui ne semble assure, 
dans une etude direcfe de l’equation (4) ‘, que lorsque le diametre de (V,, , g) 
viritie: D < a/fi).4 A partir de l’inigalitb preckdente, l’estimation C* peut 
se poursuivre sans diffrculte, en raisonnant comme dans [S, prop. 71. 
Les calculs qui menent a l’estimation C3 sont identiques a ceux de la 
premiere partie. Seule difference: il faut changer le signe des coefficients 
(2/s), (4/e) et (---1/e) d ans les deux derniers carr6s du developpement 
exprime au lemme 3. 
La premiere partie du theoreme 3 est done acquise. 
R&solution de Pt!quation (3)+ lorsque F(P, p) satisfait l’hypothbe (H’) 
Soit maintenant F(P, t) E P( V, x ]a, b[), second membre de l’equation 
(3)+: Log M+(p) = F(P, o). On suppose que F satisfait l’hypothise (H’): il 
existe deux reels a, <b, dans ]a, b[, tels que, S(a,) = R(b,) = 0, oti: S(t) = 
sup,, F(P, t), R(t) = inf,” F(P, t). 
On pose: Iz = 1 + max{O; sup(F;), sur V, X [a,, b,]}, et grlce a la 
4 Remarque. En effet, si a, est sotution admissible de l’iquation (4)+, on s’assure que 
nbessairement: sup,, 9 > 0. Puis on viritie qu’au maximum de la fonctionnelle: 
A = a* IVpl* + $, en un point P, nhessairement: IVqI(P) = 0. On en dkduit I’inbgalitt, 
valable en tout point de V,: 
Par ailleurs: osc,,. (p Q D supv.(IVvI). D’oti finalement: 
Si 2D2/a2 < 1, il est done exclu que: inf,” (p ( 0, ce qui entrainerait: sup,, 1~1 < oscy, 8. 
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premiere partie du thtoreme 3, on detinit la suite (pi) de C” n xf ’ + (sous 
reserve de l’estimation Co ci-apres) par la formule d’iteration: 
Log M+ ((Pr) - APr = F(P9 ‘Pi- 1) - Qi- 19 (Do=a,* (111-4) 
En raisonnant comme dans le cas de l’equation de Monge-Ampere 
classique [5, lemme 41 (le terme en V@Vcp dans g’+ ne change rien a la 
demonstration), on obtient l’estimee Co: V i E N, a, < q,i < b, . Grace au 
lemme 6, il en risulte une estimation uniforme C’ sur les o,. 
Les estimies d’ordre superieur, C2 et C3, s’obtiennent en introduisant les 
changements de fonctions: cpl = a* Log@,), et en menant des calculs 
analogues a ceux des corollaires 1 et 2 precedents, pour l’equation: 
Log N+ (uJ = F[P, a2 Log(u,-,)I + (n + la*) Log uI - Aa* Log z+- ,. 
Ici encore il est important que les u, soient i priori strictement positifs, et 
uniformement estimis dans C’, comme le sont les (pt. 
Nous ne reproduirons pas ces calculs, tout i fait analogues aux 
precedents. La suite (q,) &ant, comme la suite (a,), bornie dans C3, il existe 
une sous-suite qui converge dans C**‘, vers p; ‘p est solution C” admissible 
de l’iquation (3)+. Ainsi la deuxieme partie du theoreme 3 est-elle prouvee. 
Apportons en conclusion deux remarques concernant l’equation (4) +. 
Tout d’abord l’inversibilite locale de cette equation est gineralement 
compromise, comme le montre l’expression de la differentielle: 
w + 4I-a N+ ((P)l(v) =c&f+ Y”VL” VI + v4( it Y”&J 
Le coefficient de ty itant positif, le Principe du Maximum ne pourra pas 
toujours s’appliquer. 
La deuxieme remarque concerne l’iquation au second membre particulier: 
(*) Log Nt ((p) = ly, + f, L > 0, f E Cm( V,). Elle n’admet pas de solution 
g” -admissible lorsque la fonction f verilie: 
En effet, notons que si: g’: = cpg + a2 Hess cp, est partout definie positive, 
necessairement au maximum de p en P: q(P) > 6. Mais d’autre part, dans 
une carte normale en P pour la mktrique g et qui diagonahse Hess q(P), nous 
trouvons: N+ ((p)(P) Q [q(P)] “. P ar consequent, si cp vbritie (*), en P: 
v(P) > exp L (Au, +f) (P) > 1 + La(P) [n 1 4 n lex 6) P ’ (P), 
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c’est-a-dire: 
q(P) [+exp(f)-l]<-exp(f)(P)<O. 
On en deduit: 
et la contradiction avec (**) apparait. 
Compare aux resultats concernant l’equation (4)-, ce contre-exemple 
suggere d’examiner le cas d’un changement de mktrique plus general, de la 
forme: gb = h(q) g + Hess ~0, et de mettre en evidence un critere portant sur 
la fonction h, qui assure l’existence de solutions a l’bquation: 
Lodl g;l I A-‘1 =Fv moyennant quelques hypotheses imples sur le second 
membre de classe Cw, F. 
Nous esptrons mener une etude dans cet esprit dans un prochain article. 
APPENDICE 
Nous souhaitons inclure ici trois brefs compliments a notre article [6] et 
un erratum sur la preuve du lemme 6 de [6]. 
Apportons d’abord quelques precisions au theoreme 1 de [6]. Soit q. la 
solution, unique, de l’equation: 
(A-1) 
oti f E Cw(V,) est don&e, et od: M(q) = 1 g + Hess(o)] . 1 g]-‘. Si: 
( q. dV= 0, to&es les solutions de l’bquation: 
Log WV) = f, (A-2) 
sont de la forme: rp = (p. + constante. Cela dtcoule du Principe du Maximum 
[9], par une preuve analogue a celle de la proposition 1 de [6]. Si par contre: 
s o. dV# 0, l’equation (A-2) n’admet aucune solution. En effet, supposons rp 
solution de (A-2); $ = u, - I p dv, en est une autre, et: s $dV= 0. Mais 
alors @ verifie aussi l’equation (A- 1). L’unicite implique que: @ = po, ce qui 
est absurde puisque: j q. dV # 0. Q.E.D. 
Notons que pour l’equation: Log M(o) = F(P, VP) - a(F) I cp dV, cas 
particulier du corollaire 3 de [6], il y a aussi unicite’ de la solution. On s’en 
assure, comme dans la proposition 1 de [6], en utilisant le Principe du 
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Maximum. Il s’ensuit, en raisonnant comme precbdemment, que si la solution 
(0 vbrifie: f Q, dY# 0, l’equation: Log M(w) = F(P, VW), n’admet aucune 
solution. Enfin, dans ce cas particulier oti: F = F(P, Vrp) n’est pas fonction de 
cp, il est possible de ne pas introduire la constante a(F), et de resoudre 
l’equation: Log M(q) = F(P, Vo) - j ~0 dV. En effet, on obtient aisement 
l’estimation i priori II v, dV] < suppEy. JF(P, O)], et l’on peut d&s lors 
appliquer la methode de Point Fixe du paragraphe III-2 de [6]. 
Presentons maintenant un exemple de non-unicite’ pour l’equation: 
Log w?) = -Au, + f, A > 0, (A-3) 
en prenant pour (V,, g) le cercle S’ N R/27rH, muni de la metrique issue de 
la mesure de Lebesgue, et: 1 =Iz, = 1, f(0) = Log@’ + cos’ 8 - 2) 
fi < p< pO, 9 designant la coordonnie canonique globale sur S’. On verifie 
alors aisement que: rp + =2Log(u+cosO), et, o-= 2 Log@ - cos 19), sont 
toutes deux solutions Cm, uniformlment born&es dans Co par rapport a 
p E 12, hoI, de l’iquation (A-3). 
Pour conclure, esquissons une application des resultats de [6] a une 
theorie des deformations globales. Envisageons (I’,,, g) comme &at initial 
dun milieu compact sans bord de dimension n. Du fait de Pubsence de bard, 
les contraintes resident ici dans la don&e globale de (I’, , g). Si le milieu est 
soumis a une deformation d&rite par un champ de vecteurs X sur V,, , l’etat 
final est (V,, g’), ou: g’ = g + D(X), le tenseur de deformation O(X) 
s’ecrivant dans une carte locale: 
D,, = v,X, + v,x,, + v,xpv,xp. 
On peut alors se poser, par exemple, la question suivante. Supposons que 




od F = F[P, X(P)] est une fonction de classe Ck, k > 3, dtpendant du point 
generique P E V,, , et eventuellement de la deformation X(P) appliquie en ce 
point. Existe-t-i1 un potentiel sutfisament regulier (p dont derive la defor- 
mation X, tel que l’equation (A-4) soit veritie? 
La reponse figure, au thiortme 1 (si F = F(P)), ou au corollaire 3 (si 
F = F(P, X)), de [6]. En effet, si X derive d’un potentiel q, la metrique g’ 
s’icrit localement : 
g:,= g”‘(g,,+v,,~)(g”,+v”,rp). 
Dans ce cas l’equation (A-4) n’est autre que l’equation de Monge-Ampere: 
Ig+HessrpI.jg]-‘=8. (A-5) 
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En particulier, si le potentiel Q, existe, il est admissible ri priori, et g’, est ainsi 
partout dttinie positive (pas de singularite de la metrique). Rbciproquement, 
si v, v&lie l’equation (A-5), c’est un potentiel rtpondant h la question. 
La reponse des theoreme 1 et corollaire 3 de [6], met en evidence le role 
de la contra&e globule donnbe par (V,, g). Nous avons vu q,ue 
genbalement il y a obstruction 1 prescrire I’tquation (A-4), qui doit &re 
modifiee, dans un rapport d’homothetie ne dependant que de (V,, , g) et de F, 
B savoir: 
dV’ 
dV=exp F(P,Vq)-ImdV I 
I 
11 est remarquable que ce rapport d’homothetie, exp(-l (p dV), doive ktre 
introduit a cause de Pabsence de bard, pour rendre le probleme localement 
inuersibie, role qui incombe precistment aux contraintes imposees au bord, 
dans un contexte local. 11 est aussi remarquable que le potentiel o, solution 
de cette nouvelle equation bien poke, soit unique. Entin quant a la regularitb, 
si F E C3, q E C4,=, pour a E IO, 1 [. 
Erratum pour la preuve du lemme 6 de [6, p. 35 1 ] 
Le lemme 6 de [6] est exact bien que sa preuve soit incorrecte. Nous 
prbentons done au lecteur une preuve correcte de ce lemme, en reprenant les 
notations de [6]. 
Omettons l’indice t; considerons la fonctionnelle: 
B = hh$,g”) - ka, + 1 Iv~l*, 
k et 1 &ant des constantes positives a preciser. Au maximum de B en P, 
Ccrivant que q lB(P) > 0, on parvient comme dans [5, equation 111-2.151 a 
l’inegalite: 
(g“‘“g,J (k-c- ‘;!$,k))<nk+ “;;f +~O(IVY,~~), (III-=) 
od c, c’, c”, sont des constantes positives estimees. Dans une carte locale en 
P, designons par (n,) les coordonnees naturelles dans la fibre de T* V,. 11 
vient :
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La partie mise entre parentheses est majoree sans difftculte par: 
d(1 + g; g”), od d est une constante estimte. Par ailleurs, ] VB ] (P) = 0, 
fournit: 
(g;g”)-‘V,dy,=-kV,y,+2lV,y,V::~. (111-2.3) 
Le terme en kV,rp, estimt, vient simplement grossir la majoration 
precedente, qui devient: d[ 1 + g; g”( 1 + k)]. En outre: 
ZO(]Vy,]2)=-21g”“g’aDV,,cpV,,~-21tV,cpV”F 
- 21glaBR ,p&hVUy,V”cp 
< d’l(1 + g’P”g#“) - 21g”“g’“~V,,(oV,,o 
- 21t~v,qqcp, 
L1 
ou d’ disigne une constante estimee. Le dernier terme du membre de droite 
de l’intgalite prtcedente s’elimine avec le terme issu de: 
(g; g”) - * t(i?F/&r,) V, do, d arts l’expression de AF, et correspondant au 
deuxidme terme du membre de droite de (111-2.3). 
En&, il est possible de choisir la constante 1, indtpendante de t E [0, 11, 
de sorte que: 
En effet, dans une carte adaptie 1 cp en P, cette inigalite s’ecrit: 
(g;g”)-‘C (q&7)* 21g”“(&jgij)+ I$] 1 30. 
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Comme identiquement: Vp = l,..., n, g’“” (g; g’j) > 1, l’inegalite a lieu si l’on 
impose: 
21>suP [ (s)(s) g.iguj]“‘, 
la borne superieure &ant prise sur le compacte de T*V,, x IR determine par 
l’estimation a priori C’. Fixons une telle valeur de 1. L’inegalitl: (111-2.2) 
devient : 
(g’w”gpJ (k-e-d’l- “bk$k))$nk+d(l +k)+d’l+$$. 
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11 est maintenant possible de choisir k, independant de t E [0, 11, pour que la 
demonstration se poursuive comme dans [5, prop. 7, coroll. 31. 
Notons que la preuve donnie dans [6] du lemme 6, incorrecte dans le cas 
general, permet de traiter toutefois plus simplement du cas particulier ou F 
est conuexe dans la iibre de T*V,, ce qui se traduit localement par la 
condition: (a’F/&r, an,) est non nigatif. 
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